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1. Definitionen und Eigenschaften 
 
Gegeben: Konfidenzniveau .10 << a  
 
a) Versicherungsfall: 
Betrachte ),(E SSX -=  
S : Gesamtschaden eines Kollektivs. 
 
b)  Investment-/ Bankenfall: 
Betrachte ,hhtt LVvX =-= +  
Periodenverlust einer Finanzposition über betrachtete Haltedauer h. 
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 673 f.).] 
 
Annahme: Die Verteilungsfunktion )(F x  von X  besitze eine Dichtefunktion .0)(f ³x  
 
 
Definition 1:  (Value-at-Risk zum Konfidenzniveau )a  
.))((P aa =³ XVaRX  
[Bedingungsgleichung für VaR] 
 
Folgerung: aVaR  entspricht dem ( a-1 )-Quantil der Verteilung F von X; formal: 
).1(F)( 1 aa -=
-
XXVaR  
 
Ökonomische Interpretation: Notwendige Kapitalunterlegung/Reservebildung, um Peri-
odenverlust der Höhe X „aufzufangen“ [„Quantilreserve“]. 
 
Statistische Interpretation: 100 ( a-1 )%-Maximalverlust.  
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Definition 2: (Conditional Value-at-Risk zum Konfidenzniveau )a  
[ ].)(E)( XVaRXXXCVaR aa ³=  
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 675).] 
 
Anmerkung: CVaR ist ein Spezialfall des Tail-Conditiona l-Expectation (TCE). 
[ ].E:)( zXXXTCEz ³=  
 
Anmerkung: Es gilt: 
[ ]
),(
E)(
XMELz
zXzXzXTCE
z
z
+=
³-+=
 
)(XMELz  = Mean Excess Loss von X relativ zu z. 
 
 
Folgerung/Interpretation: 
 
[ ],)()(E)()(
tung)Überschreibedingte(mittlere
tungsfallÜberschrei
imtungÜberschreimittlere
lust"Maximalver
-)%1("100
444444 3444444 2143421 XVaRXXVaRXXVaRXCVaR aa
a
aa ³-+=
-
 
 
oder: „Quantil-Reserve“ + „Exzess-Reserve“, 
 
bzw.:  CVaR beinhaltet zusätzliche Reserve für die mittlere Überschreitung im 
Überschreitungsfall. 
 
Folgerung: .aa VaRCVaR ³  
 
Statistische Interpretation: Durchschnittlicher Maximalverlust in den 100a % 
schlimmsten Fällen. 
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Versicherungsfall: 
 
f(S) 
S 
Quantil-Reserve 
E(S) Q Q + MELQ(S) 
Exzess- 
Reserve 
 
Wobei: ),1(F)(: 1 aa -==
-
SSVaRQ   
  [ ].E:)( QSQSSMELQ ³-=  
 
 
 
Eigenschaft des CVaR: 
 
Kohärentes Risikomaß im Sinne von ARTZNER ET AL. (1999), wenn X Verteilung mit 
Dichtefunktion („stetige Verteilung“). 
[Vgl. ACERBI/TASCHE (2002, S. 1490 f.).] 
 
 
Anmerkung: Im diskreten bzw. gemischten Falle ist Modifikation notwendig, um kohä-
rentes Risikomaß zu erhalten. 
[Vgl. ACERBI/TASCHE (2002).] 
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2. Allgemeine Berechnung 
 
Annahme: Existenz einer Dichte. 
 
1) Direkt: [ ] .d)(f
)(P
1
E ò
¥
³
=³
z
xxx
zX
zXX  
 
2) Über MEL: 
 
[ ] [ ]
[ ]
.
);(lichkeitWahrschein-Exzess
);(Erwartung-Exzessmittlere
)(P
)0,max(E
EE
0
1
XzUPM
XzUPM
z
zX
zX
z
zXzXzzXX
+=
³
-
+=
³-+=³
 
 
 
Anmerkung zu 2): 
Letzteres ist die analoge Konstruktion für den Exzess-Fall, wie die Berechnung 
des MEL im Shortfall.  
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 110).] 
 
D. h.: [ ] [ ]zXXzzXXz £-£=- E)(P)0,max(E . 
Hier: [ ] [ ]zXzXzXzX ³-³=- E)(P)0,max(E . 
 
 
Anmerkung zu 1): 
Definieren wir ò=
¥
z
z xxxX ,d)(f)(E  das obere partielle Moment 1. Ordnung, so 
gilt: 
[ ] ,
)(P
)(E
E
zX
X
zXX
z
³
=³  
und man kann zur Berechnung des TCE direkt auf die Resultate von WINKLER ET 
AL. (1972) zurückgreifen. 
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3. Normalverteilungsfall 
 
Gegeben: ).,(N~ 2smX  
 
Es gilt: ),()(E)( 1 XNXXVaR saa -+=  
wobei a-1N  das ( a-1 )-Quantil der Standard-Normalverteilung be-
zeichnet. 
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 675).] 
 
 
Bestimmung des TCE: 
 
Sei 
s
m-
=
z
z N :  und bezeichne )(xF  die Verteilungsfunktion einer standardnormalver-
teilten Zufallsgröße bzw. )(xj  deren Dichte, so gilt: 
 
1) ).(1)(P NzzX F-=³  
 
2) [ ] ).()(1)(E NNz zzXN jsm +F-=  
 [Vgl. etwa ALBRECHT (1994, S. 337).] 
 
.
)(1
)(
)(P
)(E
)()3
s
j
m
N
N
z
z
z
z
zX
X
XTCE
N
F-
+=
³
=
 
 
 
Bestimmung des CVaR: 
 
,1 sm aa -+== NVaRz  
.1 a-=Þ Nz N  
 
Nebenrechnung: .)(11)()1( 11
1
1 aaa aaa =F-Þ-=FÞ-F= --
-
- NNN  
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Fazit: 
 
  )(
)(
)(E)( 1 X
N
XXCVaR s
a
j a
a
-+=  
 
 
Im Vergleich zu aVaR  wird somit auf )(E X  ein höheres (da )aa VaRCVaR ³  Multipel 
der Standardabweichung hinzuaddiert, d. h. ./)( 11 aa aj -- ³ NN  
 
 
).(
)(
)(
)(
)()(
11
1
1
X
NN
XN
N
XVaRXCVaR
s
a
aj
s
a
j
aa
a
a
aa
--
-
-
-
=
ú
û
ù
ê
ë
é
-=-
 
 
Folgerung:  Exzess-Reserve [ ] ).()(E 11 XNNzXzX s
a
aj aa -- -=³-  
 
 
Numerisches Beispiel: 
 
 
89.258.2005.0
67.233.201.0
06.265.105.0
75.128.11.0
/)( 11 aja aa -- NN
 
 
Anmerkung: Relative Differenz )( relD wird immer geringer. 
 
 
Anmerkung: Es gilt: 
 
1
/)(/)(
:
1
1
1
11 -=
-
=D
-
-
-
--
a
a
a
aa ajaj
N
N
N
NN
rel  fällt monoton gegen Null für .0®a  
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Verlauf der Funktion: 
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4. Lognormalverteilungsfall 
 
Gegeben: ).,(N~ln 2vmX  
 
Es gilt:  ).exp()( 1 vNmXVaR aa -+=  
[( )1 a- -Quantil der Lognormalverteilung, vgl. ALBRECHT/MAURER 
(2002, S. 114).] 
 
 
Bestimmung des TCE: 
 
Sei ,/)(ln: vmzz LN -=  so gilt: 
 
1) ).(1)ln(lnP)(P LNzzXzX F-=³=³  
 
2) [ ].)(1)(E
2
2
1
vzeX LN
vmz LN -F-= +  
 [Vgl. ALBRECHT (1994, S. 337).] 
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.
)(1
)(1
)(E
)(1
)(1
)(P/)(E)()3
2
2
1
LN
LN
LN
LNvm
z
z
z
vz
X
z
vz
e
zXXXTCE LN
F-
-F-
=
F-
-F-
=
³=
+  
 
 
Bestimmung des CVaR: 
 
.aVaRz =  
 
.
ln
1 a-=
-
= N
v
mz
z LN  
 
Wie zuvor: .)(1 a=F- LNz  
 
 
Fazit: 
 
 
a
a
a
)(1
)(E)( 1
vN
XXCVaR
-F-
= -  
 
 
 
Beziehung zum VaR ? 
 
Umrechnung von :aVaR  
 
).exp()(E
)(
2
2
1
1
1
2
2
12
2
1
vvNX
eXVaR vNvvm
-=
=
-
+-+ -
a
a
a
 
 
„Zuschlag“ zu )(E X  ist im Gegensatz zur Normalverteilung hier nicht additiv, sondern 
multiplikativ. 
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Wegen aa VaRCVaR ³  müsste also gelten: 
  ).exp(
)(1 2
2
1
1
1 vvN
vN
-³
-F-
-
-
a
a
a
 
 
 
Numerisches Beispiel: 
 
Multiplikative Zuschlagsfaktoren für a  und „repräsentative v-Werte“. 
 
Möglicher Ansatzpunkt: Gehe aus von der Hypothese 
  .)(E)(Var 2XX l=  
 
Es gilt dann [vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 96)]: 
 
)1ln(
)(E
)(Var
1ln 2
2
l+=
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é
+=
X
X
v
  
 
bzw.     .)1ln( l+=v  
 
Zahlenbeispiel: 
 
l  0.5 1 1.5 2 2.5 3 
v 0.64 0.83 0.96 1.05 1.12 1.18 
 
 
Multipel des Erwartungswerts im Falle des :aVaR  
.)exp( 22
1
1 vvNMultVaR -= -a  
 
Multipel des Erwartungswerts im Falle des :aCVaR  
 .
)(1 1
a
a vNMultCVaR
-F-
= -  
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v = 0.64:      v = 0.83: 
 
  
21.425.5005.0
59.356.401.0
33.213.305.0
84.160.21.0
VaRCVaR MultMulta
     
04.613.8005.0
90.476.601.0
78.217.405.0
06.227.31.0
VaRCVaR MultMulta
 
 
 
v = 0.96:      v = 1.05: 
 
  
44.755.10005.0
86.555.801.0
05.392.405.0
16.273.31.0
VaRCVaR MultMulta
     
59.866.12005.0
61.606.1001.0
24.351.505.0
21.208.41.0
VaRCVaR MultMulta
 
 
 
v = 1.12:      v = 1.18: 
 
  
55.952.14005.0
22.737.1101.0
37.399.505.0
24.236.41.0
VaRCVaR MultMulta
     
38.1020.16005.0
74.753.1201.0
47.340.605.0
26.259.41.0
VaRCVaR MultMulta
 
 
 
 
[ ]
.
)exp()(1
)(E
)exp(
)(1
)(E
)()(EReserve-Exzess
2
2
1
11
2
2
1
1
1
44444444 34444444 21
ExRMult
vvNvN
X
vvN
vN
X
XVaRXCVaRzXzX
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é ---F-
=
ú
û
ù
ê
ë
é
--
-F-
=
-=³-=
--
-
-
a
a
a
aa
a
a
aa
 
 
Weitere Aufschlüsse lassen sich nur numerisch erreichen. 
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Graphisches Beispiel: 
 
Verlauf des Multipels von )(E X  im Falle der Exzess-Reserve )( ExRMult  für 
25,0/5,0/1=v  in Abhängigkeit von a : 
 
 
 
 
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 
1 
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3 
4 
5 
a 
Mult  ExR 
v = 1 
v = 0,5 
v = 0,25 
 
 
 
Die Entwicklung der Exzess-Reserve (in absoluten Termen) ist uneinheitlich. Während 
in den obigen numerischen Beispielfällen mit abnehmendem a  das Multipel von )(E X  
– und damit die Exzess-Reserve (der MEL) – kontinuierlich ansteigt, ergibt sich für 
„weniger riskante“ Zufallsvariable X ein anderes Bild. Für kleine Werte von v, das heißt 
bei geringer Schiefe ( ) 0)exp(21)exp()( 22 >+-= vvXg , lässt sich beobachten, dass 
das Multipel ExRMult  (mit sinkendem )a  abnimmt (siehe Abbildung für 25,0=v ). 
 
Die Relation Exzess-Reserve/Quantil-Reserve nimmt stets ab (mit zunehmendem ),a  
das heißt, im Falle eines Anstiegs der Exzess-Reserve wächst die Quantil-Reserve ver-
hältnismäßig stärker an. 
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Appendix: CVaR-Berechnung im Renditefall 
 
Während im Haupttext auf die CVaR-Berechnung auf der Basis von Verlustpositionen 
eingegangen wurde, soll nunmehr der Renditefall (bzw. der Fall einer absoluten Ge-
winn-/Verlustposition) beleuchtet werden. 
 
Gegeben: X = Rendite oder absolute Gewinn-/Verlustposition. 
 
 
Definition A1: (Tail Conditional Expectation) 
 
 
[ ]
,
)(F
)(E
)(dF
)(P
1
E:)(
z
X
xx
zX
zXXXTCE
zz
z
=
£
=
£=
ò
¥-
 
 mit:    z : Target,    F : Verteilungsfunktion,    zE : partielles Moment. 
 
 
Definition A2: (Conditional Value-at-Risk) 
 
 [ ])(E)( XVaRXXXCVaR aa £=  , 
 
 d. h. )()( XTCEXCVaR z=a  für ).(XVaRz a=  
 
 
I. Normalverteilung:   ),N(~ 2smRX =  
 
a) ),()()(E NN
z zzX jsm -F=  
 wobei:    ,)(: sm-= xz N     ),(E X=m     ).(Xss =  
[Vgl. ALBRECHT (1993, S. 601).] 
 
b) ).()(F Nzz F=  
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c) .
)(
)(
)( s
j
m
N
N
z z
z
XTCE
F
-=  
 
d) ,)( 1 sm aa --== NXVaRz  
 ,1
1
aa
a
s
msm
NN
N
zN =-=
--
= -
-  
 [ ] ,)()( 1 aaa =FF=F -N  
 ),()( xx -= jj  d. h. ).()( 11 aa jj -- =- NN  
 
Fazit: 
 
s
a
j
m aa
)(
)( 1--=
N
XCVaR  
 
 
 
 
II. Lognormalverteilung:   ),LN(~1 2vmRX +=  
 
 .
)1ln(
:
v
mz
z LN
-+
=  
 
a) ( ) ).(exp)(E 221 vzvmX LNz -F+=  
 [Vgl. ALBRECHT (1993, S. 601).] 
 
b) ).()(F LNzz F=  
 
c) 
)(
)(
)exp()( 22
1
LN
LN
z z
vz
vmXTCE
F
-F
+=  
               ,
)(
)(
)(E
LN
LN
z
vz
X
F
-F
=  
 1)exp()( 1 --== - vNmXVaRz aa , 
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 ,1
1
aa
a NN
v
mvNm
zLN =-=
--
= -
-  
 .)( aa =F N  
 
Fazit:  
 
a
a
a
)(
)(E)( 1
vN
XXCVaR
--F
= -  
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